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1.4.1

Na mnoziné X ={1,2,3,4,5,6,7} je dana relace R={(x; y) | X,y € X, 3 déli x —y}. Zapiste relaci R vytem
prvkd. Uréete jeji defini¢ni obor a obor hodnot. Naleznéte relaci R™.

X={1,2,3,4,5,6,7}
R={(xy)Ixy € X, 3 déli x-y}

R={(1,1),(1,4),(1,7),(2,2),(2,5).(3,3).(3,6),(4,1),(4,4),(4,7),(5,2),(5,5),(6,3),(6,6),(7,1),(7,4),(7,7)}

Dom R={1,2,3,4,5,6,7}
Im R={1,2,3,4,5,6,7}

3 déli 0; x-y = 0 kdyZ x=y =>relace R je reflexivni=> Dom R =X, Im R =X;

R={(1,1),(1,4),(1,7),(2,2),(2,5),(3.3).(3,6).(4,1),(4,4),(4,7),(5,2).(5,5).(6,3).(6,6),(7,1),(7,4),(7.7)}

Plati x-y =z; y-x=-z. 3 déli kladné ¢&islo stejné jak zaporné => relace R je Symetrickd =>R = R™

1.4.6
Necht f(x) =sinx, g(x) =Inx, h(x)=2x. Stanovte Dom(gofoh)alm(gofoh). Uréete (gofoh)
(r/4=4).

f(x) = sin x
g(x) =Inx
h(x) = 2x

(g o f 0 h) =g(f(h(x))) = In(sin(2x))
Inx, x €(0, o), y € (-o°, +oo)
sinx, X € (-o0, +o0),y € <-1, 1>

2XI X € (-OO, +°°)I y e (-OO’ +°°)

Dom(gofoh)=(0+km, §+th)

In x je definovana v intervalu (0, e2) => sin(2x) € (0, 1> v intervalu (0 + kmt, %+ km)

Im(g ofoh)=(-2°, 0>

sin 2x mUzZe nebyvat hodnot (0, 1>; lim,,_,glnn = —oco,In1=0=>Im(gofoh)=(-oo, 0>
. 7T . 7T —

sm(Z X Z) —sm(z) =

In1=0

(gofoh)(m/4)=0
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1.5.4

Najdéte vSechna spojita zobrazeni a vSechny homeomorfismy mezi dvéma Serpifnského
topologickymi prostory.

Serpiniského topologicky prostor (X, 1)
X={0, 1}
t={@, {0}, {0,1}}

1) f.={(0,0),(3,1)}
f, je spojité protoze {0} € t f,;({0}) = {0} € 1. Zobrazeni_je homeomorfismus, protoze je
identické.

2) f,={(0,2),(1,0)}
f, spojité neni protoze {0} € Tf,*({0}) = {1} ¢ T, takZe neni ani homeomorfismus.

3) f3={(0,0),(1,0)}
f; je spojité protoze {0} € tf5'({0}) = {0} € T. Zobrazeni neni homeomorfismus, protoze je
f3* neni zobrazeni.

4) f,={(0,1),(1,1)}
f, spojité neni protoze {0} € Tf,*({0}) = {1} ¢ T, takZe neni_ani homeomorfismus.
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1.6.2

K rozkladim mnoZiny X = {1, 2, 3, 4} najdéte odpovidajici ekvivalence na X.

Aby relace byla ekvivalentni musi byt symetricka, reflexivni a tranzitvni.

1) {{1,2},{3,4}
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}

2) {{1},{2}{3,4}
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(3,4),(4,3)}

3) {{1,2,3}L,{4}}
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(1,3),(2,1),(3,2),(3,1)}

4) {{1,2,3,4}}
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(3,4),(1,3),(2,4),(1,4),(2,1),(3,2),(4,3),(3,1),(4,2),(4,1)}

1.6.8
Necht R je reflexivni a tranzitivni relace na X. Dokazte, zZe R N R? je ekvivalence na X.

Konkrétni pfipad:

X=1{1,2,3,4}

R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2) ,(2,1),(2,3),(1,3) }
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4) ,(2,1),(1,2),(3,2),(3,1)}
RNR'={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4) ,(2,1),(1,2)}

Obecné feseni:

X, R

Podminky R:

Plati pro vSechna x, y a z nalezici do X, Ze (x,x) nalezi do relace R a zaroven plati, Ze pokud patfi do
relace R (x, y) a teké (y, z) potom musi patfit i (x, z).

V(x,x)eR A ([(x,y) € RA (y,2) € R] => (x,2) € R)

Podminky R™:

(x,y) nalezi do R pravé kdy? (y,x) nalezi do R.

(x,y)eR <=>(y,x)eR

R,=RNR™:

Z vySe uvedenych podminek vyplyva, Ze do R, ndlezi (x,y) pouze v pfipadé Ze do R naleZi (x,y) a
zaroven (y,x). Tim padem pokud ndlezi do R, (x,y), naleZi tam i (y,x). Z toho vyplyva, Ze R, je
symetricka relace. R, Musi byt i reflexivni, protoZe (x,x) "I = (x,x) z toho vyplyva, Ze viechna (x,x) patfi
do R,. Pokud naleZi do R (x,y), (v,z) a (x,z), tak aby to samé nadleZelo i do R,, musi do R ndleZet zaroven
i (y,x), (v,2) a (z,x) z toho vyplyva, Ze pokud R je tranzitivni musi byt tranzitivni i R, a tim jsou splnény
vdechny podminky pro to aby R, byla ekvivalence.
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1.6.9
Dokazte nebo vyvratte protipfikladem pro libovolné dvé relaci Ry, R, na mnoziné X:

P(R1 U R;) = p(R1) U p(R,):

aby platilo, Ze relace jsou reflexivni, tak musi obsahovat vsechna (x,x) kde x € X neboli AX.
p(Rl U Rz) = (R1 U Rz) U AX = (R1 U Rz) UAXUAX = (R1 U AX) U (Rzu AX) = p(Rl) U p(Rz)
Z toho vyplava, Ze tvrzeni plati.

o(Ri M Ry) =0 (R1) Mo (Ry):

Pokud je symetricka relace, tak obsahuje ke kazdému (x,y) také (y,x). Prazdnd mnozZina je symetricka.
Prinik dvou symetrickych relaci mGze byt bud prazdna mnozina a nebo symetricka relace. Pokud je
vysledku praniku néjaké (xy,yi), tak muselo byt v obou symetrickych relacich a pokud v nich bylo, také
zaroven v obou muselo byt i (yy, i)

o(R: M R2) = (R1 M R2) U (Ry M R2)=((X1,y1) M(Xa,y2)) U(( y1, X1) N( y2, X2))pokud je priinik, tak se musi
X1 = Xz => X =>(XYi) U( Yio XK= ((X1,y1) U( Y1, X1)) N ((X2,¥2) U y2, X2))= (R1U Ri') Mo (R, UR,Y) =0
(R1) m o (Ry) Ztoho vyplyva, Ze vztah plati.

T (R1 ) Rz) =T (Rl) UT(Rz):

Napfiklad R;={(1,2)} R,={(2,3)} obé relace jsou tranzitivni, ale T (R;) U T(R;) = {(1,2),(2,3)}, coZ neni
tranzitivni relace, takZze t (R; U R;) ={(1,2),(2,3),(1,3)} # (R1) U T(R;) => Tvrzeni neplati.

T (R1 M Rz) =T (Rl) mT(Rz):

Aby byla relace tranzitivni, tak pokud obsahuje (x,y) a zaroven (y,z), tak musi obsahovat i (x,z).
Prazdna mnoZina je tranzitivni. Pokud je prinik dvou tranzitivnich relaci, tak vysledkem je bud’
prazdna mnoZzina a nebo znovu tranzitivni relace.

T(R1) N T(Ry) = ((x1,y1) U (y1,21) U (x1,21)) M ((x2,y2) U (y2,22) U (x2,22)) => X1 = X => X => (xk,yk) U
(yk,zk) U (xk,zk) = ((x1,y1) U (y1,z1)) n((x2,y2) U (y2,22)) U (xk,zk) =Tt (R1 " R3)

Tim je dokdzano, Ze vyraz plati.

o (t(R1)) = t(o(Ry)):

o (t(R1)) = o ((x,y) LU (y,2) U (x,2)) = (xy) U (y,z) U(xz) U (y,x) Ulzy) U (zx)=((xy) Uly,z) U (y,X)
U (zy)v (x,2) U (z,x) = o ((xy) U (y,z)) U (x,2) U (z,x) = t(o(R1))
Z toho vyplyva, Ze vyraz plati.

o (p (Rq)) = p(o(Ry)):

o (p (Rl)) =0 (R1 U AX) = (R1 U AX) U (Rl U AX)—1 = R Rl—lu AX=o0 (Rl) U AX = p(G(Rl))
Z toho vyplyva, 7e vyraz plati.

P (t(R1)) =t (p (Re)):

p(T(Ry)) =p ((xy) Uly,2) U xz2)) = (xy) U ly,z) U (xz) UAX=((xy) U (y,z) UAX) U (x,2) = p ((xy) U
(v,2)) U (x,2) =T (p (Ry))
Z toho vyplyva, Ze vyraz plati.
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2.2.2

Necht A = {1, 2} a X = 2". Najdéte viechny podalgebry algebry (X, U, N).

Musim najit vSechny podmnoziny mnoziny X, na jejiz prvky navzajem mohu aplikovat U, N a
vysledek bude mezi témito podmnozZinami také.
Podalgebry jsou:

{@,{1},{2}{1,21}

{@,{1},{1,2}}

{@.{2}.{1,2}}

{@.(1}1}

{@.42}}

{@.{1,2}}

{{1},{1,2}}

{{2},{1,2}}

{?}

{{1}}

{{2}}

{{1,2}}

Podalgebry nejsou:

{{1},{2}} - protoze {1} N {2} = @ a to neni soudasti dané podmnoziny.
{@,{1},{2}} - protoze {1} U {2} = {1, 2} a to neni souldsti dané podmnoziny.
{1},{2},{1,2}} - protoZe {1} N {2} = @ a to neni soudasti dané podmnoZiny.

2.3.3
Sestrojte faktorovou algebru A/R z pfedchozi tlohy.

ProtoZe se déli pétkou, tak je 5 trid.
A/R ={[0],[1],[2],[3],[4]}

[0] = {5k|ke Z}

[1] = {5k+1|ke Z}

[2] = {5k+2|ke Z}

[3] = {5k+3|ke Z}

[4] = {5k+4 | ke Z}

+ [[0]][1]][2]) (3] 4]

[O1](0] | [1]]| (2] [3][4]

(1] (]| [2]|[3]|[4]|[0]

(2]](2]|(3]|[4]][0] | [1]

(3]1][3][[4]|[0] | [1]|[2]

(4]][4][[O] | [1]][2]|[3]
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x_|[0]|[1]][2])(3]][4]
(0] [[o]|[o]|[0]|[O]][O]

(1] {[o] | [2][2]][3]][4]
(2] {[O] | [2]|[4]][2]](3]
(31{[0]|[3]][1]][4]][2]

(4] [[0] | [4]|[3]][2]][1]

2.3.4

Polozme X ={0,1,2,3,4,5} a Y ={0,1,2}. Dale klademe x; @ x, = (X1 + X,) mod 6, x; O X, = (X1 * X) mod 6,
yiEHy2=(y1+y2) mod3avy; ]y, =(y1-Yy2) mod 3 pro vSechna x;, x, € Xays, . € Y. Dokazte, Ze f :
X =Y, kde f(x) = x mod 3 je morfismus algeber (X,®,O) a (Y, H,[]).

Je tfeba dokazat: f(x; @ x;) = f(x;)Hf(x,)

f(x; @ x3) = f[(x1 + X2) mod 6] = [(x1 + X2) mod 6] mod 3
x; =6k, +2; | 2,=1{0,1,2,3,4,5}

X, =6k, +2, | 2,={0,1,2,3,4,5}

(6ky + 21 + 6k, +25) = (6(ky + k3) + 21+ 2,)

(6:(ki + k) + 21+ 2,) mod 6 = (2, + 2,)

Podle véty o déleni s zbytkem mizZeme upravit:

(z1+ z;)mod 3 = ((z1) mod 3 + (z,) mod 3)mod 3

f(x; @ x3) = ((z1) mod 3 + (z;) mod 3)mod 3

f(x1)Ef(x5) = [f(x1) + f(x2)Jmod 3 = [(x;)mod 3 + (x,)mod 3]mod 3
Je tfeba dokazat, Ze (x;)mod 3 = (z;) mod 3 A (x;)mod 3 = (z,) mod 3

(6k)mod 6 =0; Omod3=0; (6k)mod 3=0

(6k+1)mod 6=1; 1mod3=1; (6k+l)mod 3=1
(6k+2)mod 6 =2; 2mod3=2; (6k+2)mod 3=2
(6k+3)mod 6 =3; 3mod3=0; (6k+3)mod 3=0
(6k+4)mod 6 =4; 4mod3=1; (6k+4)mod 3=1
(6k+5)mod 6 =75; 5mod3=2; (6k+5)mod 3=2

Z toho vyplyva, Ze f(x; @ x,) = f(x1)EHf(x,)

Je tfeba dokazat: f(x; O x3) = f(xq)[f(x2)

f(x1 © x2) = f[(x1- x2) mod 6] = [(x; - ) mod 6] mod 3

X, =6k, +2; | 2,={0,1,2,3,4,5}

X, =6k, +2, | 2,={0,1,2,3,4,5}

((Bky +21) - (6ky + 25)) = (36k1ky + 6kyzy + 6k12, + 2125) = (6 -(6kiky + kyzy + ki25) + 212,)
(6 (Bkaka + kaz1 + k12,) + 212,) mod 6 = (21 - 2,)

Podle véty o déleni s zbytkem mizZeme upravit:

(z1- zz)mod 3 = ((z1) mod 3 - (z;) mod 3)mod 3

f(x; ® %3) = ((z1) mod 3 + (z;) mod 3)mod 3

f(x1)[If(x2) = [f(x1) - f(x2)]mod 3 = [(x;)mod 3 - (x,)mod 3]mod 3
Vyse bylo dokazano, Ze (x;)mod 3 = (z;) mod 3 A (x;)mod 3 = (z;) mod 3
Z toho vyplyva, Ze f(x; O x,) = f(x1)E1f(x2)
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2.8.5

V Booleové algebre (X, D, O, /, 0, 1) zjednoduste vyrazy.

xXOY)=x®y

(D) D(cDa)DbDc)=aPaDbDbDcDc=a® bdc
xOYDzOXDKXOY)=xDXOY)DzOX) Dy=xDxOY)DYOX) ® (yO2)=
XOxOz)Dy=xDy

Posledni Uprava je dana tim, Ze at bude z 1 nebo 0 nebude to mit vliv na vysledek vyrazu.

2.8.10
Necht X={1, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70}. Polozme x @ y = nsn(x, y), x ® y =nsd(x, y), x’ = ? pro vSechna x,
y € X. Dokazte, ze (X, @,(,’, 1, 70) je Booleova algebra. Nakreslete jeji Hasseuv diagram.

A={2,57}

Y =2" = {@, {2},{5}L,{7}.{2,5},{2,7},{5,7},{2,5,7}}

ProtoZe (Y, U, N, ‘, @, A) je booleovska algebra a je izomorfnis (X, @,0,’, 1, 70), tak to znamens,
Ze je booleovska algebra i dany svaz. Svaz je distributivni, protoZe neobsahuje Zadny podsvaz
izomorfni s N5 nebo M5. Protoze je distributivni, tak je i modularni. Svaz je také komplementarni,
protoze pro viechny x € X plati nsn(x, 70/x) = 70 a zaroven nsd(x, 70/x) = 1.

70 {25517}

10 5 2 {5.7}

7
2 ! 2} 7
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2.8.11
Dokazte, Ze mnoZina vSech délitelt cisla 210 s vhodnymi operacemi tvofi Booleovu algebru. Popiste
tyto operace a nakreslete jeji Hasselv diagram.

X={1,2,3,5,7,6,10, 14, 15, 21, 35, 30, 42, 70, 105, 210}

A={2,3,57}

Y =2 ={@, {2},13},{5},{7},{2,3}1,{2,5},{2,7},{3,5},{3,7},{5,7},{2,3,5},{2,3,7},{2,5,7},{3,5,7},{2,3,5,7}}
Svazy (X, ®,0,",1,210)a (Y, U, N, ‘, @, A)jsou izomorfni a oba jsou i booleovskou algebrou. Svaz
(X, ®,0,, 1, 210) je distributivni, protoZe neobsahuje Zzadny podsvaz izomorfni s N5 nebo M5.
ProtoZze je distributivni, tak je i modularni. Svaz je také komplementarni, protoZe pro vSechny x € X
plati nsn(x, 210/x) =210 a zér0\£e1r”(1) nsd(x, 210/x) = 1.

3.7}




Ulohy — pfedmét IDA Vojtéch Kalé&ik (xkalci01l) Téma 5

Jméno a Pfijmeni: ID: Téma: 112 /(3|2
Vojtéch Kalcik (xkalci0O1) 119943 5
4.2.3

V daném grafu najdéte nejkratsi cestu z a do z:

a-b-c-f-d-g-z=14
a-e-c-f-d-g-z=14

4.3.8
Uvazujte graf z prikladu 3 ve cviéeni 4.2. Rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni rovinny.

Graf je rovinny. Z toho dlvodu, Ze se jedna hrana, z téch co se kfizi, da vést kolem grafu. Nebo se to
da také dokazat pomoci vzorecku, ktery fika, Ze pokud je graf rovinny, tak pocet vrchol( - pocet hran
+ pocet stén =2 ->v tomto pfipadé 8 -14+8=2

4.3.9
UvaZujte graf z pfikladu 4 ve cviceni 4.2. Rozhodnéte a dokaZte, zda je ¢&i neni rovinny.

Graf neni rovinny. Z toho dlvodu, Ze se neda prekreslit tak, aby se Zadna hrana nekfizila.



